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Contributo allo studio analitico delle prove

di collisione contro barriera fissa

E. FERRIGNO (*)

1. Premessa.

Il presente studio, che fa riferimento ad altra memoria
dello scrivente pubblicata sulla rivista «Ingegneria
Ferroviaria» [1], tende a dare un modesto contributo
al problema dell’Auto Sicura, ponendo i fondamenti
per una trattazione rigorosa dell’'urto tra due corpi
deformabili.

Dopo avere richiamato per sommi capi i principi
ed i risultati di tale memoria, sard pertanto svilup-
pato il tema dell'urto di un autoveicolo generico
contro una barriera fissa, convalidando per via ana-
litica alcuni grafici sperimentali comparsi su questa
stessa rivista [2], [3].

Come & noto, lo studio degli urti viene di solito
condotto applicando il solo principio della conserva-
zione della quantitd di moto, in quanto molto com-
plesso si presenta il fenomeno della trasformazione
dell’energia cinetica in lavoro di deformazione.
E proprio seguendo questa strada dunque, attraverso
alcune ipotesi semplificative, che riesce possibile
aggiungere nuove condizioni analitiche al problema,
pervenendo cosi a soluzioni soddisfacenti.

Si perviene pertanto, data la legge di variazione
della accelerazione d’urto, alla determinazione di
tutte le rimanenti grandezze, atte a definire il moto
delle masse in collisione.

2. Fondamenti di calcolo.

Date due masse isolate m; e mo ciascuna procedente
in direzione del proprio asse longitudinale di sim-
metria, siano Vi e Vs le rispettive velocita.
Nell'ipotesi che tali assi coincidano, come in fig. 1,
si avra il caso dell’'urto frontale centrato.

Si assuma allora 'origine dei tempi ¢ nell'istante in
cui inizia il contatto e si considerino i due semiassi
orientati x e y con origine rispettivamente in O; e
0., punti che consideriamo solidali alla sagoma della
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singola massa, idealmente supposta indeformata
durante l'urto, e che pertanto risultano svincolati
dalle deformazioni ed in moto col sistema.

Tali semiassi sono per costruzione idonei a rappre-
sentare i movimenti relativi della materia rispetto a
ciascuna massa considerata.

Se poi si considerano i due semiassi orientati X e Y,
con origine nel punto H dello spazio fisso, corri-
spondente alla posizione del punto di primo con-
tatto (in pratica una superficie sufficientemente pic-
cola), ognuno di tali riferimenti sara idoneo allo studio
dei movimenti assoluti X e Y delle due masse.

E evidente che nel caso pratico lo spazio considerato
fisso si identifichera col suolo, mentre le due masse
staranno a rappresentare due veicoli su strada.

A tal riguardo & appena il caso di avvertire che i
risultati del calcolo sono riferibili al caso sopra defi-
nito soltanto nella misura in cui & possibile trascurare
le forze che i veicoli si scambiano col suolo.

E cio & lecito nella maggior parte dei casi, se si tiene
conto dell’ordine di grandezza delle accelerazioni e
decelerazioni, che caratterizzano gli urti di cui ci
occupiamo, ordine variabile da 50 g a 100 g ed oltre,
con g accelerazione di gravita.

In conseguenza, le forze d’urto saranno percio rile-
vanti. Cid posto, vogliamo studiare I'andamento nel
tempo della collisione, dall'istante del contatto
iniziale (t = 0) all’istante (f = <) in cui cessano le
deformazioni x e y e, per conseguenza, si annulla la
velocitd relativa tra le masse considerate:

(1) w=V -V

Si determinera pertanto la legge di variabilita delle
deformazioni nel tempo:

) x=x@ y=y®

e quindi quella di variabilitd delle velocita con cui
queste procedono x' e y'.

Parimenti sara determinata la legge di variabilita
nel tempo degli spazi percorsi:

3) X=X@® Y=Y(@

e quella di variabilitd delle velocita delle due masse
X' e ¥
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Fig. 1 - Schema fondamentale per lo studio dell’urto tra due
masse.

Si ribadisce che I'indagine viene limitata all’intervallo
di tempo (0, %), che tra 'altro & di gran lunga il pit
importante ai fini che ci proponiamo.

Inizieremo con lo scrivere il principio della conser-
vazione della quantitd di moto nella forma:

“ U:m1V1+szz

mi1 + mg

ove & U la velocitd assunta da ciascuna massa nel-
I'istante f = =, allorché le due masse si trovano a
procedere unite con velocita indifferenziata pari
a U.

La (4), come & noto, esprime l'uguaglianza delle
quantitd di moto del sistema a quella complessiva,
nel passaggio dall’istante { = 0 a quello { = 7.
Detto poi R il comune valore delle reazioni istan-
tanee R; e R» che i due corpi in collisione si scam-
biano, reazioni agenti secondo la medesima retta di
azione, ma di verso contrario, avremo dall’equazione
fondamentale della dinamica:

(5) §R1*m1 X”
Ry=maY
ed anche:

&R1 =m C:;;X x'

X

(6) e
,Rz =mz 4—}/'

dy

Indicando con x¢ e yo rispettivamente la massima
deformazione subita dalla massa m; e dalla massa ms,
e facendo I'ipotesi verosimile che si possa scrivere:

\dxﬁvh—u
dx X0
@) ,
, dy _Vi—-U
dy Yo

relazioni esprimenti la variazione lineare della velo-
cita di ciascuna massa con la deformazione, con
I'ausilio della (4) scriveremo anche:

[ ’

\R1:M*WX—

(®) , “
(Rrwwy_

Yo

ove con M* si e indicata una massa fittizia legata a
mi e ms dalla relazione:

1 1 1
©) - —

M* mi mo

analoga a quella relativa alla composizione di due
resistenze elettriche in parallelo, ovvero alla com-
posizione di due pesi elastici in parallelo nella teoria
dell’elasticita della materia.

Dall’uguaglianza:

(10) "R=PR1=R;

si ha I'uguaglianza delle funzioni:
XI ’

(11) o) =— =L
Xo Yo

Diremo la funzione ¢ (f) « caratteristica della defor-
mazione» e le (8) daranno luogo all’unica relazione
fondamentale:
(12) R () = M*w ¢ ()
Dalle (11) si ricavano le deformazioni:
= i E
(1 3) 5 X (t) X0 ¢ (t)
[y @ =y ()
avendo introdotto l'altra funzione:

(14 (0 [ vt

che definisce la legge di variazione dei rapporti
X Y

X0 Yo
Con le notazioni ora introdotte, il sistema (7) assume
la forma:

rispetto al tempo.

\x:W— M )
+ mos
(15) mi -+ msz
[V =Ve - ——wE ()
mi + mse

La funzione £ (f) ha ovviamente significato nell’inter-
vallo di tempo (0, ) ed assume in corrispondenza
valori da 0 a 1. Se si vuole, essa rappresenta anche la
variazione percentuale della deformazione di ciascuna
massa.

Il sistema (15) fornisce poi per integrazione gli spazi
percorsi da ogni singola massa nell'intervallo (0, 7),
XelY.

Quanto a queste due funzioni, poiché ciascuna di
esse rappresenta lo spazio percorso dal baricentro

della massa, & chiaro che per t = < la differenza dei
loro valori sara:
(16) X,—Y.=b



avendo posto:
(17) Xo +Yyo=>b

Dalla fig. 1 si desume inoltre che la posizione nel-
I'istante ¢ = = della superficie di contatto tra i corpi
¢ definita dal valore S, manifestamente dato da una
qualunque delle relazioni:

‘S:XTﬁXo
(S=Y,—yo

Le relazioni ora scritte, per differenza, restituiscono
puntualmente la (16).

(18)

3. Risoluzione del problema.

Per giungere alla risoluzione del problema propo-

stoci & necessario definire la funzione ¢ (f), il cui
ruolo & basilare nel calcolo impostato al paragrafo
precedente.

Una prima condizione che tale funzione deve verifi-
care per definizione & la seguente:

(19) /@awt:1

o

immediatamente desumibile da una qualunque delle
(13).

Un’altra condizione cui deve soddisfare la ¢ (f) puo
essere ricavata uguagliando il lavoro di deformazione,
compiuto dalla reazione mutua R su ciascuna massa,
alla variazione di energia cinetica del sistema nel-
I'intervallo (0, 7).

Scriveremo tale variazione nella forma:

1 1
@y E= ) (m1 V21 4+ ma V2) — oS (m1 + m2) U?
e, dopo gli opportuni sviluppi, otterremo:
1
21 L= — M*w?
@) .

col noto significato dei simboli.

D’altra parte il lavoro di deformazione compiutosi
nello stesso intervallo di tempo pud esprimersi:
¥y Vo

(22) Ef/Rdx%/Rdy

J o J o
e pertanto, tenendo conto dell’espressione di R data
dalla (12) nonché differenziando le (13), si perviene
all’altra importante relazione:

" 2 W
(23) /“ e Odt-

La (19) e la (23), insieme alla (17), costituiscono un
sistema di tre equazioni in grado, come vedremo,
di definire perfettamente la caratteristica ¢ (f) ed
il tempo di durata del contatto 7, noti w e b.
Notisi che I'espressione (21) rimane identica in
tutta la gamma di casi in cui sia verificata la (1) e,
al limite, nel caso che una delle masse risulti immo-
bile prima dell’urto.

Cid in quanto essa rappresenta la variazione di energia
cinetica del sistema nel suo complesso.

4

Compiutasi la fase di deformazione, detta energia
risulta interamente trasformata in lavoro di defor-
mazione e, come tale, distribuita tra le due masse
in ragione degli accorciamenti xo e yo.

Inoltre, date le caratteristiche meccaniche dei due
corpi ed a parita di w, rimangono costanti sia le
deformazioni xo e yo che la reazione R ed il tempo 7,
comunque vari la coppia di valori Vi e Vs.

Basta che vari la caratteristica meccanica di uno solo
dei due corpi considerati, sempre a parita di w,
perché anche le deformazioni cambino, e quindi la
reazione R ed il tempo =.

Ancora in sintesi, la ripartizione dell’energia in
ragione direttamente proporzionale alle deformazioni
¢ valida solo in termini di lavoro di deformazione ad
urto concluso, non in termini di energia a monte
dell’urto.

Sempre nella prospettiva di estendere al caso pratico
di vetture in collisione i risultati sopra esposti, va
chiarito il significato di x e y e quello dell’istante
iniziale dell’'urto t = 0.

L’origine dei tempi, e di conseguenza l'inizio delle
deformazioni, va inteso come quell’istante in cui
ciascun veicolo comincia a risentire in modo non
trascurabile dell’azione dinamica da parte dell’altro.
In altri termini, le deformazioni x e y sono quelle
effettivamente « responsabili» di interazioni tra i
veicoli in collisione; saranno percid da trascurare
quelle deformazioni a carico di sporgenze poco signi-
ficative agli effetti dell’urto, e cio al fine di non falsare
i risultati del calcolo, di per sé rigoroso.

4. Significato della caratteristica di deforma-
zione.

Alle scopo di stabilire un collegamento pratico tra
la funzione ¢ (f) e le prove di collisione, osserviamo
che, derivando le (15), si ottiene:

(24) X/ =—Kao (f)
[Y'=—Kio ()
avendo posto:
K1:—ml—w Kz:—m——2 w
mi -+ mz mi -+ ma

Le (24) esprimono che le accelerazioni, positive o
negative, subite dai due corpi considerati sono pro-
porzionali alla caratteristica ¢ ({) mediante una
costante che, per ciascuno dei due corpi, contiene al
numeratore il prodotto della velocita relativa w per
la massa del corpo antagonista e al denominatore la
somma delle masse.

Riepilogando, si puo assegnare alla caratteristica
o (t), oltre al significato ovvio di velocita della defor-
mazione, quello di una grandezza fisica proporzionale
all’accelerazione, positiva o negativa, del corpo che
si considera, ma di segno contrario.

5. Esempi pratici.

Svilupperemo due casi particolarmente semplici, al
fine di convalidare la rapidita e linearita del metodo,
specie se si operano alcune semplificazioni del tutto
lecite.



Nell'ipotesi che le accelerazioni si mantengano
costanti durante l'intervallo di tempo considerato,
si avra per ¢ una espressione del tipo:

(25) o)~ A

e, con solo uso deilz (19) e (23) si perviene ai valori:

(26)

/

che permettono di determinare perfettamente la
reazione R data dalla (12), la funzione % (f) data dalla
(14) e quindi le funzioni rappresentanti le deforma-
zioni x e y date dalle (13), le velocita delle due masse
X' e Y’ date dalle (15) e, di conseguenza, le accelera-
zioni X" e Y" e gli spazi percorsi X ¢ Y, rispettivamente
per derivazione ed integrazione delle velocita sud-
dette.

Quanto alle accelerazioni, ¢ comodo riferirsi ai
rapporti X"/g e Y"/g. Si deve osservare che, avendo
risolto il problema senza I'ausilio della (16), la carat-
teristica (25), mentre & perfettamente idonea a farci
studiare i fenomeni dinamici dell’'urto, non e tale agli
effetti degli spostamenti delle masse rispetto allo
spazio fisso.

In pratica pero tale ultima circostanza non riveste
molta importanza, anche perché le differenze riscon-
trabili sono del tutto trascurabili.

Vogliamo cogliere I'occasione per mostrare come la
soluzione (26) sia in armonia con le ipotesi fatte.
Invero, essendo costante |'accelerazione, positiva o
negativa, la velocita relativa w variera linearmente
col tempo ed il suo valore medio sara:

2b

T

Wm =

relazione che restituisce la seconda delle (26).
Un altro caso semplice pud configurarsi in corrispon-
denza della caratteristica:

27) o(t)—A—Bt

.

o ' ¢
—_—
Fig. 2 - Grafico della caratteristica della deformazione ¢ e della
funzione Z, nel caso di @ costante.

che corrisponde all'ipotesi di accelerazione decre-
scente linearmente col tempo.

Anche in questo caso, senza pretendere la verifica
della (16), si imporranno le condizioni (19) e (23) ed
inoltre, non essendo esse sufficienti, si imporra anche
la condizione ¢ (t) =0, che appare indispensabile.
Avremo dunque, a calcoli fatti, il sistema:

Aeet W
\ 4 b
9 w \?
Bl ettt
(28) | 32(b)
__ 8 b
' 3 w

in base al quale potremo determinare tutte le fun-
zioni elencate per il caso precedente.

Nella fig. 2 e nella fig. 3 sono indicati gli andamenti
delle funzioni ¢ (f) e % (f) per i due casi trattati.
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Fig. 3 - Grafico della caratteristica della deformazione ¢ e della

funzione %, nel caso di ¢ linearmente decrescente.
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Fig. 4 - Grafico della reazione mutua d’urto R, in funzione di £.



Con riferimento ai dati numerici ricavati da un caso
pratico, abbiamo riportato in fig. 4 I'andamento della
reazione mutua R, relativamente ai due casi trattati,
in funzione di Z.

Per quanto riguarda il secondo caso, ¢ stato neces-
sario esprimere R in funzione di Z, eliminando il
parametro ¢ tra la (12) e la (14).

Nella fig. 5 sono state rappresentate le velocita X’
e Y’ per i due casi in esame.

E evidente la convergenza delle due curve al valore
costante U a fine urto (punto Q) ed & interessante
rilevare |'inversione della velocitd della massa mo
ad un certo punto dell’intervallo (0, 7).

Si nota che, mentre nel caso di accelerazione costante
detta inversione si verifica a ~ 1/2 7, nel secondo
essa avviene per un valore intorno a 1/3 =.

Va anche notato che le aree sottese, per ciascuno
dei due casi, dai diagrammi X’ e Y’ non sono uguali,
essendo tale differenza non nulla e pari a b in virtu
della (16).

| dati numerici di riferimento sono i seguenti, ricavati,
come detto, da un caso pratico di collisione tra
autovetture:

m1 = 153 kg s2/m
me = 92 kg s?/m

Vi =100 km/h
Vo = — 70 km/h
X0 — 0,70 m
yo = 0,30 m

6. Caso dell’urto frontale contro barriera fissa.

Come dichiarato in premessa, vogliamo applicare il
metodo svolto al caso di urto frontale di un veicolo
contro barriera fissa, allo scopo di verificare col
rigore dell’analisi alcuni risultati dell’esperienza.

it

Fig. 5 - Andamento delle velocita X" e Y’ in funzione del tempo,
con riferimento al sistema fisso.

Ci riferiremo pertanto alla fig. 6, che riproduce un
grafico pubblicato su ATA nell’articolo di cui alla
nota [2], precisamente la fig. 3 di tale elaborato, ed
assegneremo al diagramma — X”/g una legge di varia-
zione appropriata, tale da mantenere il diagramma
teorico molto vicino a quello reale.

Poniamo dunque:

29) X — o A

27
avendo indicato con 1 la meta del tempo d’urto =,
corrispondente nel diagramma sperimentale a
~ 100 ms, con A una costante da determinare. Una
tale variazione, come si evince dalla stessa fig. 6,
riproduce soddisfacentemente I'andamento della acce-
lerazione effettiva durante l'urto.
La forma del diagramma prescelto e peraltro cor-
rispondente all’andamento dei grafici sperimentali
riportati a pag. 473 della memoria citata in biblio-
grafia alla nota [3].
Nella fig. 7 & rappresentato |'urto di un autoveicolo
contro barriera e ad essa ci riferiremo nel calcolo
che segue.
Come ivi indicato, identificheremo 'autoveicolo con
la massamj e la barriera con la massa my che & infinita.
Inoltre, supponendosi la barriera indeformabile, e
fissa, sara pure xo = b, come conseguenza della
yo=0¢e Vo =0.
Risultera poi evidentemente:

w =V
Dalla prima delle (24), risultando manifestamente:
Ke=w
per ms tendente all’infinito, avremo:
1
(30) ¢=—— X
w
che definisce la caratteristica ¢ col ricorso alla (29),

e cioé:

(31 o (f) = isinat
w

Fig. 6 - Grafici relativi all’urto contro barriera fissa alla velocita
di 13,83 m/s, tratto dallo studio citato alla nota [2] di bibliografia.
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Fig. 7 - Schema derivato dalla fig. 1 per I'applicazione al caso di
urto contro barriera fissa.

con la posizione:
1

o= —
270

Dalla (30) consegue, in armonia con l'ipotesi di pre-

messa, (24), la interessante relazione:

X" w

X’ b
che permette di costruire il grafico x’, noto quello X”.
Cid posto, ¢ immediato ricavare dall’insieme delle

condizioni (19) e (23) il sistema risolutore, che for-
nisce per le due incognite:

(32) \
£
T b
e, con b~ 0,65 m e w~x 13,83 m/s, risultera:
| T ~ 0,116
(33) T s
A~ 187 m/s?

Essendo la ¢ ora perfettamente determinata, attra-
verso le (11) si ottiene:

A ]
(34) x' = ——bsinat
w
il cui valore massimo & —— w corrispondente a
T

t = 7o, ed attraverso le (13):

(35) X:%b(1—cosa.t)

Le relazioni ora scritte determinano rispettivamente
la velocita di deformazione, che varia come la X”, e
I’entita della deformazione stessa. Entrambe le fun-
zioni sono rappresentate nella fig. 8.

Inoltre, dalle (15) avremo la velocita del punto Gy,
baricentro del veicolo:

1
(36) X’:E~w(cosat+1)
e per integrazione della precedente:
1 1
(37) X-w(ﬁsin1t+t)
2 o

Come accennato nella parte generale, la (37) puod
fornire valori soltanto approssimati degli spazi per-
corsi, in quanto la ¢ & stata determinata a prescindere
dalla condizione (16).

Volendo indagare sull’ordine di grandezza dell’errore,
calcoleremo X per t — 7. Otterremo:

2
X = ; bx~123 b

valore del tutto accettabile in quanto molto prossimo
a b.

Le funzioni X" e X sono rappresentate nella fig. 9,
nella quale & possibile paragonare le curve teoriche
a quelle sperimentali di fig. 6.

Risultati ancora piu soddisfacenti si possono ottenere
adottando, in sostituzione della curva sperimentale,
la:

(38) X' =—Alt

da 0 a 7¢ e considerando un diagramma simmetrico
da g a 7. In tal caso le condizioni (19) e (23) possono
riferirsi all’intervallo (0, 7y), con [l'avvertenza di
dimezzare i secondi membri.

X x
Teec m
204 F0
r0.8
154
I X 06
M | / |
i
=7 , o
X
I L
|
54 |
| H2
|
|
|
(o) 20 0 7 60 80 T

- msec
Fig. 8 - Andamento delle velocita x" e degli spazi percorsi x,
rispetto al sistema mobile.



Si ottiene in definitiva:

(39) g T
w
e:
9 b
s '@ Ml
4 w
(40)

’,A:gyz
9 2 b3

Si ha poi facilmente:

T ~ 0,06 s

(41)
Az 870 m/s52

e la velocita di deformazione:

(42) ¥ ==L BT
w

La deformazione & poi data in valore da:

(43) X = —§ A piE

w

Per quanto riguarda poi gli elementi cinematici del
baricentro Gi, avremo poi:

(44) )(':w—%AlT3

e

(45) X—wi—tare
15

Quest’ultima formula, approssimata per i motivi gia
chiariti in precedenza, fornisce per { = =:

11

(46) W o

T

che risulta pit vicina alla realtd in quanto fornisce
valori di X ancora pil prossimi a b.

120 F
Teec! | Miec m

H2

() msec T

Fig. 9 - Grafico di cui alla fig. 6, ricavato per via teorica.

6. Osservazioni conclusive.

Il metodo analitico considerato nel presente studio
ci ha consentito di seguire con abbastanza approssima-
zione il fenomeno della collisione di un veicolo contro
una barriera fissa, in direzione ortogonale alla mede-
sima, ed & quanto ci eravamo proposti di fare nelle
premesse.

Si & cioé convalidato, al calibro delle risultanze spe-
rimentali pil recenti, un procedimento analitico gia
esposto in altra occasione [1], procedimento che,
oltre a costituire un fondamento teorico valido nel
campo assai complesso delle prove d’urto, si presta
altresi alla risoluzione di problemi nei quali alcune
grandezze tra quelle considerate risultino incognite
o non facilmente misurabili.

Va appena aggiunto che il metodo stesso presuppone
soltanto la non eccentricita dell’'urto, e pertanto,
prese le opportune cautele, esso pud estendersi a
tutti i casi d’urto, assegnando alle velocita il relativo
segno. ,
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